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Résumé 

Il y a au moins deux façons naturelles d'associer des fonctions 
L de paires à un couple formé d'une représentation cuspidales d'un 
groupe linéaire et d'une représentation automorphe de carré intégrable 
(irréductible) d'un groupe classique. Les deux définitions s'appuient 
sur les travaux très récents d'Arthur. La première façon est d'utiliser 
le produit sur toutes les places des facteurs L de paires définis avec 
les paramètres de Langlands. La deuxième façon de faire, consiste à 
utiliser le transfert endoscopique tordu au groupe linéaire convenable 
et d'utiliser les fonctions L de paires des groupes linéaires. 

Dans cet article on compare ces deux types de fonctions L. On 
montre que celles définies avec les paramètres de Langlands ont moins 
de pôles celles définies par transfert endoscopique. On montre aussi que 
l'existence de pôles pour les fonctions L obtenues avec les paramètres 
de Langlands donnent des conditions suffisantes pour l'existence de 
pôles à certaines séries d'Eisenstein alors que dans la même situation 
l'existence de pôles pour les fonctions L définies par transfert endosco- 
piques sont, elles, des conditions nécessaires pour l'existence de pôles 
à ces séries d'Eisenstein. 
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1 Notations 

On fixe k un corps de nombres et G un groupe classique auquel 
s'applique les travaux d'Arthur, c'est-à-dire un groupe spécial ortho- 
gonal ou symplectique. On note la dimension de la représentation 
naturelle du L-groupe de G. 

Soit d un entier et p une représentation cuspidale irréductible de 
GL(d) ; en général on fixera plutôt d'abord p et on notera d par dp ce 
qui définit dp. On écrit | | pour |deiQL((j^ I où Von considère la valeur 
absolue adélique du déterminant. Soit b un entier, on définit Speh(p, h) 
la représentation de GL(adp) qui se réalise dans l'espace des résidus 
des séries d'Eisenstein : 

^ïg[l,a-l] ^ si = (a-l)/2,--- ,s„ = -(a-l)/2 

OÙ / parcourt l'ensemble des sections du fibré localement constant 
des induites p| x ■ • • x p| j*" où si, • • • ,Sa G C. Cette définition 
a une variante locale, où pour toute place v de /c, Speh(p„,6) est la 
composante locale de la représentation précédente en la place v ; on 
peut en donner une définition purement locale comme l'unique quotient 
irréductible de l'induite py\ x ■ ■ ■ x p^\ |-('^-i)/2. 

Pour TT une représentation de carré intégrable de G et pour s € C, on 
considérera aussi les séries d'Eisenstein E{p xtt,s); elles sont relatives 
à un groupe de même type que G mais si on écrit G — Aut{V) où 
V est un espace symplectique ou orthogonal, le groupe en question 
est le groupe des automorphismes de V auquel on a ajouté dp plans 
hyperboliques. 
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2 Introduction 



Soit TT une représentation automorphe de carré intégrable irréduc- 
tible de G ; grâce aux travaux annoncés d'Arthur 2 , on sait associer 
à TT une représentation de GL(niQ,A), notée tt'^^ avec la propriété 
que pour toute place v où toutes les données sont non ramifiées, les 
composantes locales 7r„ et tt^'" se correspondent par la fonctorialité 
de Langlands associée à l'inclusion naturelle du i-groupe de G dans 
GL(m^,C). 

Soit p une représentation cuspidale unitaire d'un groupe GL{dp) ; 
depuis ([7]) on sait définir la fonction L{p x tt'^^, s). 

Avec les résultats locaux d'Arthur [2], [3], dans le cas des places fi- 
nies, on connaît aussi la classification de Langlands des représentations 
tempérées à l'aide de l'endoscopie tordue. On peut donc aussi as- 
socié à toute représentation irréductibles en la place v son paramètre 
de Langlands et en déduire un facteur L local, x tt^js). Aux 

places archimédiennes, cela est aussi faisable depuis longtemps. Pour 
presque toute place u, le facteur L{p^ x n^,s) coïncide avec le facteur 
L{p^ X TT^'^, s). On peut donc définir en tant que fonction méromorphe 
de s : 

L{p X TT, s) := L{p„ X 7r„, s) 

V 

ce qui vaut L(px tt^^, s) Hues ^{Pv x ttv,s)/L{pv x tt^'", s)~^, où S est 
un ensemble fini de places suffisamment grand pour contenir les places 
archimédiennes et toutes les places où il y a de la ramification. 

Evidemment en général, L{p x tt, s) ^ L{p x tt'^'^, s) et la fonction L 
de Langlands contient des informations un peu différentes de la fonction 
obtenue par l'endoscopie tordue car elle voit les mauvaises places. En 
particulier, elle a en général beaucoup moins de pôles. Le but de cet 
article est de rendre précise une telle affirmation. 

Il y a une difficulté à comprendre les paquets d'Arthur aux places 
archimédiennes, même le cas des représentations tempérées n'est pas 
complètement éclairci (cf. [TT] qui s'appuie sur [22] )• Dans tout ce 
qui suit mais uniquement pour les résultats globaux on suppose que 
la représentation tt a de la cohomologie à l'infini et on suppose qu'il 
existe un nombre réel strictement positif si tel qu'en toute place v 
archimédienne, l'induite x tt^, a un caractère infinitésimal entier 

et régulier. On montre alors pour tout nombre réel sq > si : 

ords=soL(p X 7r,s) > ords=soL(p x 7r^^,s), 

ords=so (L(/9 x tt, s)/L{p x tt, s + 1)) > 

ords=so(L(/5 XTT^^,s)/L{pX7r^^,s + l)). 

On commence par démontrer l'analogue de ces résultats d'un point 
de vue local. Et on montre même qu'avoir une égalité plutôt qu'une 
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inégalité est équivalente à une description simple de l'image d'opéra- 
teurs d'entrelacement (cf. 14.11) . 

La partie la moins prévisible de cet article est que l'existence d'un 
pôle à la fonction L[p x tt, s)/ L(p x i: , s + 1) ew s — sq > si est une 
condition suffisante pour que les séries d'Eisenstein E{p x tt, s) aient 
un pôle en s = Sq, au moins si tt est une représentation cuspidale. Le 
résultat n'était pas, de mon point de vue complètement prévisible, car 
ce qui est clair (cf. [TS]) c'est que l'existence d'un pôle en s = sq des 
séries d'Eisenstein précédentes entraîne l'existence d'un pôle pour la 
fonction L{p x tt'^'", s) / L{p x tt'^'", s + 1) mais il n'y a pas équivalence. 
Pour transformer la condition suffisante que l'on a trouvée en condition 
nécessaire et suffisante, il faut définir en toute place v, le sous-quotient 
de Langlands de l'induite p„| j"" x 7r„ et on montre alors l'équivalence 
(pour Sq avec les hypothèses précédentes) : 

on suppose que tt est une représentation cuspidale avec les hypothèses 
déjà faites aux places archimédiennes et alors la fonction j;,('px^^+\) a 
un pôle en s — Sq si et seulement si les deux conditions ci-dessous sont 
satisfaites : 

les séries d'Eisenstein E{p x tt, s) ont un pôle en s — sq ; 

la représentation résiduelle ainsi définie, qui est alors nécessaire- 
ment irréductible, est produit tensoriel restreint des sous-quotients de 
Langlands définis ci-dessus. 

Quand on spécialise au cas où p est un caractère quadratique, 
G est un groupe spécial orthogonal et en supposant que tt est une 
représentation cuspidale, on montre que l'existence d'un pôle en s = sq 
de la fonction L(pX7r, s)/L(pX7r, s-\-l) est une condition suffisante pour 
que TT soit dans l'image de séries thêta convenables. Ces résultats sont 
l'objet des paragraphes 15. Il et 15.21 bien siir pour les raisons expliquées 
ci-dessus on a les hypothèses précédentes aux places archimédiennes. 

Quand on parle de fonctions L, il est inévitable de se préoccuper 
de l'équation fonctionnelle ; donc l'article commence par étudier les 
facteurs 7 le but étant de montrer que ce sont les mêmes que l'on utilise, 
en la place locale v, la composante locale 7r„ de tt ou la composante 
locale tt2^ de n'^^. Quand v est une place finie, on obtient facilement le 
résultat car on connaît assez bien les paquets d'Arthur locaux. Quand 
V est une place archimédienne, cela se révèle beaucoup plus difficile et 
on est obligé de mettre des hypothèses ; on renvoit le lecteur à l3.2l pour 
ces hypothèses. Quand ces hypothèses sont satisfaites, on obtient alors 
facilement que L(p x tt, s) vérifie la même équation fonctionnelle que 
L{p x tt'^^, s), ici pour tout s G C. 

Comme expliqué ci-dessus, nos définitions des fonctions L se fait via 
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le transfert endoscopique de [2] et à l'aide des définitions pour les 
groupes GL. Grâce aux résultats de Shahidi [TO], [10] et d'Henniart [5] 
cela revient, quand on travaille localement, à utiliser les définitions du 
côté galoisien. Globalement, on se ramène ainsi aux travaux de Jacquet 
et Shalika sur la définition et l'étude des fonctions L de paires [7]. 

Quand p (ci-dessus) est un caractère les fonctions L et les facteurs 
e ont été définis, uniquement en termes des représentations par Rallis 
et Piatetskii-Shapiro en [3], chapitre f ; localement les définitions sont 
données par Lapid et Rallis en ■ Comme Rallis et Soudry en [TH] ont 
montré les propriétés de stabilité de ces facteurs locaux, les méthodes 
d'Henniart s'appliquent pour vérifier que les facteurs locaux définis 
par ces travaux sont les mêmes que ceux utilisés ici, au moins aux 
places finies, grâce à l'équation fonctionnelle démontrée en 13. fl Aux 
places archimédiennes, le résultat reste vrai sous les hypothèses de l3.2l 
Du point de vue global, il reste encore du travail à faire pour avoir 
vraiment la coïncidence. 

Pour finir l'article, on s'intéresse au nombre de pôles des fonc- 
tions L{p X TT, s)/L{p X TT, s -f f ) quand s parcourt M>o ; pour avoir 
un résultat satisfaisant, on suppose qu'en toute place archimédienne 
le groupe est quasi déployé et que la composante locale de tt est dans 
le paquet de Langlands associé au paquet d'Arthur. Avec cette hy- 
pothèse, en les places archimédiennes, les deux définitions de facteurs 
L coïncident et tous les résultats précédents sont donc vrais sans hy- 
pothèse suppémentaire. On suppose encore que tt est une représentation 
cuspidale et on écrit n'^^ comme une induite de représentations de 
carré intégrable, tt^^ ~ X(p',&')esSpeh(p', &') (ce qui définit S). Alors 
on montre que le nombre de pôles cherché est inférieur ou égal au car- 
dinal des couples {p', h') S S tel que p' ~ p et {p' , h' + 2) ^ S. Sans l'hy- 
pothèse que TT est cuspidal le nombre de pôle de la fonction considéré 
est inférieur ou égal à deux fois le cardinal des couples (p', b') G S tel 
que p' Cri p et on s'attend à ce que cette borne puisse être atteinte. 

Je remercie Nicolas Bergeron pour avoir attiré mon attention sur la 
caractérisation de l'image des séries thêta et Jean-Loup Waldspurger 
pour les discussions que nous avons eues. 

3 Propriétés des facteurs 7 

On fixe tt une représentation de carré intégrable de G et on note 
TT^^ la représentation automorphe de GL(mQ,k) qu'Arthur lui associe. 
On fixe aussi p une représentation cuspidale irréductible et unitaire de 
GL(dp,k) (ce qui définit dp) 
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3.1 Le cas des places finies 

On fixe une place finie v de k. On considère 7r„ comme quotient de 
Langlands d'une induite : 

où pour tout i G [1,^], fi est une série discrète unitaire irréductible, 
Si G K>o, TTtemp est une représentation tempérée et si > ■ ■ ■ > si. On 
note TT^J^p la représentation du groupe linéaire convenable qui corres- 
pond à TTtemp par l'endoscopie tordue. 

Soit py la composante locale de p et soit s G C. On sait définir, à 
la suite de Shahidi ([H]) les facteurs 7 dans les groupes linéaire et on 
pose : 

7(p„,7r^,s) x.,e[i^<,]7(p^xcr*,s+s,)7(p^XCT*,s-Sï)x7(p„X7rj^^p,s). 

Evidemment avec des définitions analogues, on définit les facteurs L et 
les facteurs e{py x 7rt,,s) qui intervient dans l'équation fonctionnelle, 
ci-dessous. 

En utilisant au lieu de tt^,, on sait aussi définir à la suite de 
Shahidi j{py x ir^ipy)'^^ , s). 

Proposition On a l'égalité de fonction méromorphe : ^{py^ny, s) = 
^{py X 7r(V't,)°^,s). 

C'est un problème purement dans les groupes linéaires. 

Les facteurs 7 jouissent de très bonnes propriétés résumées dans les 
dix commandements de |10| . On peut définir ^{Ty x a, s), on a est une 
induite non nécessairement irréductible et ^{Ty x a,s) — ^{Ty x a' , s) 
pour tout sous-quotient irréductible ct' decr. On posée — x^^^i^-^ail |^^'x 
T^temp X ct avec la multiplicativité des facteurs 7, on a : 

j{py,Try,s) = -f{py X CT, s). 

Pour démontrer la proposition, il suffit de vérifier que iï{^y)'^^ et a 
ont même support cuspidal. Le support cuspidal de a est ce que l'on 
a appelé le support cuspidal étendu de tt^, en |14| 4.1 et on a montré 
que que c'est aussi le support cuspidal de ■K{ipy)'^^ pour tout paquet 
contenant tt en [T3] 4.1 et 4.2. Cela termine la preuve. 

3.2 Le cas des places archimédiennes 

Ici on fixe v une place archimédienne ; si v est complexe, on ne fait 
aucune hypothèse mais si v est une place réelle, on suppose que 7r„ a de 
la cohomologie et que tï^^ paramétrise un paquet d'Adams- Johnson 
contenant 7r„. Et la proposition ci-dessus est aussi exacte : 



6 



Proposition On a l'égalité de fonction méromorphe : j^pv^ny, s) = 

On commence par le cas où v est une place réelle. Sans aucunes hy- 
pothèses on sait que tt^^ est une induite irréductible de représentations 
Speh((5, 6), éventuellement tordu par un caractère \det\^ avec x un 
nombre réel de valeur absolue strictement inférieure à 1/2 et oii ô 
est soit une série discrète de GL(2,]R) soit un caractère unitaire de M*. 
On note Jord(7r^'^) l'ensemble des triplets {S,b,x) qui interviennent 
ci-dessus. 

Dès que l'on suppose que le caractère infinitésimal de 7r„ est régulier, 
il y a beaucoup de simplification et on a encore plus de simplification 
si l'on suppose que tt^, a un caractère infinitésimal entier et régulier. 
Sous cette dernière hypothèse pour tout {S,b,x) G Jord(7r^^), on a 
nécessairement x = 0, ô est autodual et la parité de b est déterminé 
par ô. Ici on utilise simplement le fait que le caractère infinitésimal 
est entier; on réduit donc Jord{Tr^^) a un ensemble de couples ((5,6). 
La régularité du caractère infinitésimal assure que pour 6 une série 
discrète de GL(2,]R) fixée, il existe au plus un entier b tel que (ô,b) g 
Jord(7r^'"). De plus excepté pour les groupes orthogonaux pairs, il 
existe au plus un caractère quadratique rj tel qu'il existe un entier 
b avec (77,6) € Jord(7r^'"). Si G{ky) est un groupe spécial orthogonal 
pair, alors s'il existe (rj, b) G Jord(7r^^) avec rj un caractère quadratique 
nécessairement b est impair et Jord(7r^'^, v) contient nécessairement 
exactement deux tel couples l'un est (77, b) avec 6 > 1 mais nécessairement 
impair et l'autre est (rjrjG, 1) avec rjc est le caractère trivial si G{ky) est 
une forme intérieur d'un groupe déployé et est le caractère non trivial 
sinon. 

Par définition tt^ est un quotient de Langlands d'une représentation 
induite de la forme ind®i^\^i^(]^ 5i\det\^^ ®t, où les 5i sont soit des séries 
discrètes de GL(2,R) soit des caractères unitaires de R* est les Xi 
sont des nombres réels décroissants strictement positifs et r est une 
représentation tempérée d'un groupe de même type que G{ky). On 
note t'^^ la représentation du groupe linéaire convenable qui corres- 
pond au L-paquet contenant r (maintenant on a une bonne référence 
avec les travaux de [H]). Et l'égalité des facteurs 7 que l'on cherche 
résultera de la propriété suivante : la représentation tt^^ et le quotient 
de Langlands de l'induite znd (8)ig[i_^] ôi\det\''^ (g) r^^ ®iG[£,i] Si\det\~''' 
sont sous-quotient d'une même série principale. 

L'idée sous-jacente, quand 7r„ a de la cohomologie, est qu'à la 
représentation E qui est le système de coefficients dans lequel a de la 
cohomologie, on associe une représentation irréductible de GL{mQ,M), 
E'^^ et la série principale que l'on cherche est une série principale 
ayant E'^^ comme quotient de Langlands. Faute de références et de 
compétences, on fait un peu différemment et de façon plus terre à terre 
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de plus on utilise ci-dessous l'hypothèse forte que paramétrise un 
paquet d'Adams- Johnson (cf. [T]) contenant tt^. 

En effet cette hypothèse permet de relier les Si, xi qui interviennent 
ci-dessus à Jord(7r^^) ; le résultat est le suivant pour tout {6,b) G 
Jord{TT^^) il existe 6' < 6 un entier de même parité que b, éventuellement 
6' = si 6 est pair tel que l'ensemble des {6i, Xi) pour i G [!,£] comme 
ci-dessus soit à l'ordre près exactement l'ensemble des 

U(5,b)eJord(7rGL) Ua;g[(fc_i)/2^(6' + l)/2 {Ô, x), 

OÙ si b' = b, l'ensemble attaché à {ô, b) est vide. De plus r est dans 
le paquet d'Adams-Johnson associé à la représentation induite des 
Speh(5, b') pour {S, b) parcourant Jord(7r^^) (ces assertions résultent 
des descriptions explicites des représentations dans un paquet d'Adams- 
Johnson (cf. [1 &3) ainsi que de la description explicite des paramètres 
de Langlands des représentations ayant de la cohomologie donnée dans 
[23] 6.16. 

Pour simplifier un peu les notations, on commence par remarquer 
pour avoir l'assertion pour 7r„, il suffit maintenant de l'avoir pour r. 
Cela permet de supposer dès le départ que 7r„ est tempérée et on note 
■""temp 1^ représentation tempérée de GL(mQ,M) qui paramétrise le 
paquet de représentations tempérées contenant iTy ([H]). Ainsi 7r„ est 
à la fois dans le paquet déterminé par tt^^ et dans le paquet déterminé 
par TT^^p. Le point est de démontrer que ir^J^p et tt^^ sont des sous- 
quotients d'une même série principale. 

On commence par se ramener au cas où t est une série discrète. 
S'il n'en est pas ainsi, G est un groupe orthgonal pair et en la place 
V il est forme intérieure de la forme déployée. Et t — ny est un sous- 
module irréductible d'une induite à partir d'un caractère quadratique 
r]' de R* avec une série discrète r'. On vérifie sur la définition de tt^ 
que nécessairement 77' est le caractère rj intervenant dans la définition 
de TT^^ et que Jord{-Ky) contient deux copies de (77, 1) ; en remplaçant 
r par r' on supprime ces 2 copies. On suppose donc que tt^ est une 
série discrète. 

On note Tr^J^p le paramètre de Langlands de l'unique paquet de 
représentations tempérées (ici des séries discrètes) contenant tt^. On 
procède comme on l'a fait pour écrire tt^^ et on trouve que Tr^^p est 
une induite de série discrète de GL(2,M) si G est un groupe symplec- 
tique, orthogonal impair ou orthogonal pair mais forme intérieure de 
la forme déployée. Dans le cas restant il s'ajoute la représentation de 
GL(2,R) induite du caractère du tore déployé produit du caractère 
trivial et du caractère signe. Dans tous les cas 7r£^p est sous-quotient 
d'une série principale induite à partir du tore diagonal et d'un es- 
sentiellement produit de valeur absolue à une puissance uniquement 
déterminée par le caractère infinitésimal (le essentiellement veut dire 
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que ceci est vrai sauf dans le cas oii G{kv) est un groupe orthogo- 
nal pair dans la classe du groupe quasi-dcployc non déployé ou l'un 
des caractères est le signe). La même assertion est vrai pour si 
î] = 1. Cela règle donc le cas des groupes symplectiques. Dans le cas 
des groupes orthogonaux, on se ramène à ce cas en tcnsorisant vr^, par 77 
composé avec la norme spinorielle et en tensorisant py par le caractère 
signe du déterminant. Ainsi on n'a pas changé les facteurs 7 qui nous 
intéressent et on n'a pas changé tt^^^j^ qui est invariant par cette ten- 
sorisation ; évidemment qu'il n'est pas utile de faire cette tensorisation 
mais il aurait fallu écrire un peu différemment la série principale choi- 
sie. Cela termine la preuve pour le cas des places réelles. 

On suppose maintenant que v est une place complexe; ici il n'y 

a aucun problème et pas d'hypothèse à faire. On écrit d'abord la 
représentation de GL{m*,C) déterminée par le paquet d'Arthur ; c'est 
nécessairement une induite de caractère preque unitaire (c'est-à-dire 
de partie réelle comprise strictement entre —1/2 et 1/2). Ainsi le fac- 
teur 7 associé est aussi le facteur 7 associé à une série principale de 
G{ky) = G{C) induite à partir d'un caractère d'un sous-groupe de Bo- 
rel uniquement déterminé par le caractère infinitésimal de tt,, . Comme 
le facteur 7 associé à tt^ via ses paramètres de Langlands a évidemment 
la même propriété, on obtient l'égalité des facteurs 7 cherchée. 

3.3 Application à l'équation fonctionnelle 

Cette section n'a évidemment rien d'original. On fixe tt et p comme 
dans l'introduction. A toute place v de k qui est réelle, on suppose que 
TTy a de la cohomologie dans un bon système de coefficients et que le 
paquet d'Arthur déterminé en cette place par n coïncide avec un des 
paquets d'Adams- Johnson contenant ttv 

On rappelle l'équation fonctionnelle dans les groupes linéaire : soit 
p, p' des représentations cuspidales d'un groupe linéaire et s G C alors 
il existe une fonction holomorphe inversible e(p x p', s) tel que l'on ait 
l'égalité : 

L{p X p', 8) = e{p X p', s)L{p* xp*,l- s). 
On a par définition 

L{p X 7r'^'",s) = y-(p',b')e}ord[-n) Xfee[(6'-l)/2,-(fc'-l)/2]) L(p X p',s + k). 

Le point ici est que pour tout {p\b'), p' est autoduale et le segment 
[(6' — 1)/2, — (6' — 1)/2] est centré en (pour ce qui suit il suffit que iv^^ 
soit autoduale) et il existe donc une fonction holomorphe inversible de 

s tel que l'on ait l'égalité 

L{p X TT^^, s) = e{p X t;^^,s)L{p* x tt'^'^, 1 - s). 
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Proposition Avec les hypothèses faites au début de ce paragraphe, 
on a l'égalité de fonctions méromorphes : 

L{p X TT, s) = e{p X TT, s)L{p* X 77,1 — s). 

En effet d'après l'égalité des facteurs 7 locaux montrés, on a : 

e(p X TT, s)L{p* X TT, 1 — s)/L{p X TT, s) = 

e(p X TT^^)L{p* X TT^^,s)lL{p X 7rG!L,s) ^ 1. 

4 Pôles des facteurs et des fonctions L 

4.1 Pôles des facteurs L locaux aux places finies 

On fixe tt et p comme précédemment et une place d de fc ; on suppose 
que V est une place finie. On a défini x tt^ts) et L{py x tï'^^^s). 
On commence par étudier la fonction 

Ly(py X ■K^,s)/Ly{py X 7r^,s + 1) 
:- ^^^^^ ^ ^GL^,)/i^(^^ X 7rGL,, + !)■ 

Cette fonction est liée à l'opérateur d'entrelacement standard, entre les 
induites : 

Mi,(pi,,7r„,s) : 1^ X 7r„ ^- pl\ j"" x tt^,. 

On va l'étudier pour s = sq réel et supérieur ou égal à 1/2. Le fait 
de considérer s réel est une simplification d'écriture puisque l'on peut 
tordre py par un caractère unitaire. Par contre le fait que s > 1/2 
est une restriction due au fait que l'on ne connaît pas la conjecture 
de Ramanujan; c'est une vraie restriction mais qui disparaît pour les 
résultats globaux que l'on a en vue. 
On pose 

iV^L(p^,7r^,s) (L(p„ X 7r^L,s)/L(p„ x tt^^, s + 1)) " tt^, s). 

C'est un opérateur d'entrelacement et on a montré en [16] 3.2 et [17] 

5.2 que cet opérateur est holomorphe en s = sq G I^>i/2- 
On pose aussi 

N'^^{p^, 1:^,3) := {L{py X TTy)/L{py X TTt,, s + 1)) ^ Myipy,Try, s). 

Cet opérateur est l'opérateur normalisé à la Langlands-Shahidi, il a 
de moins bonnes propriétés d'holoniorphie que l'opérateur précédent 
mais, en un point oîi il est holomorphe, il est plus facile d'avoir une 
description de son image. 
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Pour cela on fixe sq e ]R>i/2 et on définit le sous-quotient de Lan- 

glands de l'induite /9ti| |*" x tt^, : p,, est une induite irréductible de 
représentations de Steinberg éventuellement tordu par un caractère non 
unitaire mais dont l'exposant est strictement inclus dans ] — 1/2, l/2[. 
On note T_fe,---T_i ces représentations ordonnées de telle sorte que 
l'exposant aille en décroissant. D'autre part on écrit 7r„ comme quotient 
de Langlands, ainsi il existe des représentations de Steinberg n , • • • , 
tordu par des exposants non unitaires mais strictement positifs rangées 
dans l'ordre décroissant des exposants et une représentation tempérée, 
T^temp- d'un groupe de même type que G{ky) tel que tt^, soit l'unique 
quotient irréductible de l'induite du produit tensoriel des (Ti)jg[i avec 
T. On note a une permutation de l'ensemble [— — {0} croissante 
sur [— fc, —1] et sur [l,f] qui réarrange la collection de représentations 
T^k \ 1*°, • ■ • , T-il 1"", Ti, • • • ,Ti de façon à ce que les exposants soient 
dans l'ordre décroissant. Evidemment a dépend de sq et n'est pas uni- 
quement déterminée. Cela permet de construire une induite en ayant 
réordonné ces représentations et en induisant avec la représentation 
tempérée i^temp et cette induite a un unique quotient irréductible c'est 
ce que l'on appelle le sous-quotient de Langlands de p„| x tt^. Pour 
la suite on appelle r(s) la représentation du groupe GL convenable 
induites x j^^_k-i]ij[i,e]T^-i(^j). 

Dans la proposition ci-dessous on appelle ordre d'un opérateur 
méromorphe dépendant de la variable s en s = sq le plus entier x 
tel que multiplié par (s — so)~^ il soit holomorphe en s = sq et non 
identiquement nul en ce point. 

Proposition Soit sg G IR->i/2; alors : 

(i) ords=so4'{PviT^vis) > ords=so^^^{pv,T^v,s) > 0. 

(ii) ords=so4'{Pv,'^v,s) = si et seulement si N'~'^{py,TTv,so) ^ 
et a pour image le sous-quotient de Langlands de l'induite py\\^° x iTy. 

On montre d'abord que l'ordre de l'opérateur en ,s = sq, N^{py, Tiy, s) 
est négatif ou nul et que si cet ordre est zéro, c'est-à-dire que l'opérateur 
est holomorphe, alors son image en s = Sq contient, comme sous- 
quotient, le sous-quotient de Langlands de l'induite |*" x tt^,. On 
considère le diagramme d'opérateur d'entrelacement standard (et d'in- 
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clusions évidentes) : 

r(s) X Tïtemp 
i 

Pv~^ X 7r„ i 

L 4 

Xje[_i _fe]T;| l"** Xi£[i,^] (7? -)■ r(s)* X irtemp 

^ ^temp 

Les deux flèches notées t sont évidemment semblables, c'est l'inclusion 

de -Ky dans Xe[i,i]'''i ^ ■"'temp- 

Le diagramme n'est commutatif qu'à une fonction méromorphe près 

et de plus la flèche verticale en bas à droite peut ne pas être holomorphe 
en s = so car on est amené à faire l'échange des deux facteurs de l'in- 
duite T* X Tj\ |~* chaque fois que —Si > —xj — so où l'on a noté Si 
l'exposant de Ti et xj celui de Tj. Or quand on a égalité, l'opérateur 
a un pôle. Pour éviter cela (et pour avoir la commutativité du dia- 
gramme) on normalise toutes les flèches à la Langlands-Shahidi : la 
flèche verticale en bas à droite est remplacée en multiplicant l'opérateur 
d'entrelacement standard par l'inverse de la fonction méromorphe : 

Yl {L{pv X Ti, S)/L{py XTi,S + 1)) 

n L{t: xt*,s)/L{t* xr*,s + l). 

ie[ll]Je[~k-l]:a{j)<cT{l) 

Dans CCS conditions, le composé des flèches verticales à droite est ho- 
lomorphe en s = So et a pour image exactement le sous-quotient de 
Langlands de l'induite t(s) x Tïtemp- 

On normalise aussi la première flèche verticale en remplaçant Topc- 
rateur d'entrelacement standard par l'opérateur N^{py,'ïïy,s) et la 
dernière flèche horizontale; (qui est purement dans un groupe linéaire) 
à la Langlands-Shahidi; cette flèche est alors noté N{a,s) et c'est un 
opérateur holomorphe en s = sq- 

Avec ces normalisations, le diagramme est commutatif à une fonc- 
tion holomorphe inversible près en s = sq, fonction qui vient des 



Pv\ r X '^v 
i 
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facteurs e que l'on a négligés et des facteurs de normalisation à la 
Langlands-Shahidi de la flèche tout en haut à droite que l'on a négligé 
car ils sont holomorphes inversibles (ceux de la flèche tout en haut à 
droite) . 

On remarque encore que cette flèche tout en haut à droite a son 
image qui est certainement incluse dans p^j |* x 7r„. Ainsi A^(<t, s) o t o 
N^{py,Try,s) est holomorphe en s = sq et calculé en ce point a son 
image qui contient le sous-module de Langlands de r(so) x T^temp- Si 
N^{py,Try,s) est holomorphe en s = Sq, l'holomorphie de N{(t,s) en 
s — sq force l'opérateur N^{py,ny,so) d'avoir une image non nulle 
et contenant comme sous-quotient le sous-quotient de Langlands de 
l'induite pt,| p° x tTi,. 

On démontre maintenant (i) : par définition, on a l'égalité d'opéra- 
teurs méromorphes 

(f>{py,Try,sy^N'^^{py,Try,s) = N ^ {p y , Tï y , s) . 

Et en prenant les ordres en s = sq ^ 

-ords=so(j){pv,'^v,s) + ords=soN'^^{py,Try,s) = 

ords^s^N^{py,Try,s) < 0. 

D'oii (i) puisque l'holomorphie de N'^^ {py , ny , s) en s = sq a été 
montrée en [Ï6] 3.2 et [Ï7] 5.2. 

Montrons (ii) ; on suppose d'abord que (fi^py , iTy , sq) ^ 0. D'après 
(i), cela force l'opérateur N'^^{py,TTy,so) a être non nul. On sait alors 
avec [T7] 5.3.1 que l'image de cet opérateur est une représentation 
irréductible. Comme par définition : 

N^{Py,Tïy,s) = (j){py,Tïy,s)N'^^[py,'n:y,s), 

cet opérateur est lui aussi holomorphe en s = sq et son image en s = sq 
contient, d'après ce que l'on a montré, le sous-quotient de Langlands 
de l'induite py \ Y° x 7r„. Par irréductibilité, ce sous-quotient est l'image 
de N^^{py^Tïy, Sq) comme annoncé dans la proposition. 

Réciproquement, supposons que N'^^{py,Tïy, sq) est d'image non 
nulle égale au sous-quotient de Langlands de l'induite j^" x tt^, que 
l'on note ici ttq. Or l'opérateur N{a^so) est non nul donc son image 
contient ttq qui est l'unique sous-module irréductible de t{so)* x iTtemp- 
Mais ttq intervient avec multiplicité au plus un dans toutes les induites 
écrites et ainsi N{a,SQ) ne peut être nul sur tto qui est l'image de 
A^^^(p„, TTt,, so) par hypothèse. De l'égalité ^ 

N{a,SQ)oN'^^{py,Try,so) = 0(pt,, tt^,, sq) (iV(o-, s)o7V'^^(p„, tt^,, s))^^^^, 
on obtient que (j){py,T:y, sq) / 0. Ce qui termine la preuve. 
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Corollaire Pour tout sq G C, la fonction L{pyXTTv, s)/ L{pyX Tr';^^ , s) 
est holomorphe en s ~ sq. 

On montre d'abord le corrolaire en tout point sq G M>i/2. Fixons a 6 N 
un entier très grand. Sur les définitions, on vérifie que ni Ly{py x 7r„, s + 
a) ni Ly{py x tt^^, s + a) n'ont de pôles en s = sq (et il n'y a jamais 
de zéros). On reprend la notation (j}{py,Tiy, s) déjà introduite. On a 
évidemment pour tout a G N : 

L{py,Tïy,s)/L{py X TTy^.s) = L {py , n y , S + O) / L {fy , Tl'^^ , S + O) 

Y\ (l>{pv,'^v,s + i). 

ie[0,a[ 

Donc l'holomorphie cherchée est bien un corollaire de la proposition 
précédente. On démontre maitenant l'assertion pour sq G IR.<i/2. On 
utilise l'égalité des facteurs 7 démontré en [3]: 

L{py X TTy,s)/L{py X 71^^, s) = (^{s)L{pI X tï y , l - s)/L{pI X TT^^, 1 - s), 

011 C(s) prend en compte les facteurs e et est donc une fonction holo- 
morphe inversible. Le terme de droite est holomorphe en sq puisque 
1 — Sq G K>i/2 et le terme de gauche est donc aussi holomorphe en 
s = Sq. Ensuite, on passe de sq réel à sq complexe en tensorisant py 
par un caractère unitaire. 

4.2 Pôles des facteurs L, le cas des places archimé- 
diennes 

On s'attend bien évidemment à avoir les mêmes résultats aux places 
archimédiennes que ceux démntrés au paragraphe précédent pour les 
places finies. Toutefois, dans l'état actuel des connaissances, il nous 
faut mettre des hypothèses pour obtenir ces résultats. Soit ici v une 
place archimédienne de k. 

On fixe donc tt et p comme précédemment et on fixe un nombre 
réel positif si ; d'où la représentation tt^^ de GL(mQ, kv). L'hypothèse 
forte faite ici est que ttq a de la cohomologie et le caractère infinitésimal 
de l'induite py \ j^^ x tt^ est entier et régulier ; entier veut dire que si l'on 
identifie le caractère infinitésimal à une collection de demi-entiers, ces 
demi-entiers sont soient tous entiers soit tous demi-entier non entier. 

On fixe So un nombre réel et on suppose que sq > si. 

Proposition (i) ords=so (Lv(Pv x 7rv,s)/Lv(pv x 7rv,s-t- 1)) > 

ords=so(Lv(Pv X 7r^^,s)/Lv(pv x 7r^^,s + l)). 
(a) ords=s(,Lv(/3v X 7rv,s) > ords=soLv(pv x 7r^'",s). 
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On démontre un résultat beaucoup plus fort qui lui n'a aucune chance 
d'être vrai sans l'hypothèse sur si : 

ords=soLv(/5v X 7rv,s) = ords=soLv(Pv x tt^'^jS) = 0. 

Une fois ce résultat démontré, on déduit que toute les fonctions inter- 
venant dans la proposition sont holomorphes non nulles en s = sq, ce 
qui montre a fortiori la proposition. 

Avant de faire la preuve remarquons que l'hypothèse sur sq est 
un peu plus générale que de supposer que l'induite p^l l''" x tt^ a un 
caractère infinitésimal régulier. 

On exploite le fait que tt^ a de la cohomologie : ainsi on sait 
que TTy est dans l'un des paquet d'Adams- Johnson. On note tt^"^ la 
représentation de GL(mQ,kv) qui paramétrise le paquet d'Adams- 
Johnson que l'on fixe arbitrairement. On écrit tt^"^ sous la forme d'une 
induite de module de Speh, 

X5Speh((5, 65) X Speh(77, 6,,) 

où S parcourt un ensemble (sans multiplicité) de séries discrètes et où 77 
est un caractère quadratique, auxquels s'ajoute encore éventuellement 
un caractère quadratique 77' de R* (cfS]) . Comme dans [31 on écrit tt^ 
comme (sous)-quotient de Langlands d'une induite de la forme 

XS Xig[(f,,_i)/2,bJ + l] Ô\ P XjGl(b^^_,^^2_,y^ + ,y^^) X-n-temp, 

où TTtemp sst Une représentation tempérée convenable ; il faudrait réor- 
donner les représentations pour que 7r„ soit réellement un quotient. Il 
suffit de montrer que Ly(py x ô, s — i) est holomorphc en s = sq pour 
tout 5, i comme ci-dessus et qu'il en est de même pour Ly{py x rj, s — j) 
avec les notations précédentes. On peut supposer que p„ est soit une 
série discrète soit un caractère unitaire : en général on sait que /o„ est 
le produit de telles représentations par des caractères de la forme | 1"^ 
où a; e] — 1/2, l/2[. Pour un tel a; 7^ l'holomorphie cherchée résulte 
simplement de ce que 7r„ a un caractère infinitésimal entier. Le cas des 
caractères unitaires non quadratiques se règle de façon analogue. On 
suppose donc que a; = on commence par le cas des séries discrètes : 
soit ô' une série discrète de GL(2,R) et on note r' son paramètre et 
t' — r'/2, c'est-à-dire que le caractère infinitésimal de ô' est t',—t'. 
On calcule les facteurs L de paires en utilisant les formules [20] (3.5) 
et (3.7) qui nécessitent de savoir décomposer le produit tensoriel de 
deux représentations du groupe de Weil de M; cette décomposition 
est particulièrement bien écrite dans [H] proposition 1.6. On a donc à 
considérer des pôles de fonctions de l'une des formes suivantes : 

pour ô intervenant ci-dessus, de paramètre noté t et pour £ G [(65 — 
l)/2,-{bs-l)/2],T{s-£+\f -t\); 
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et pour e e [{hr, - l)/2, - l)/2], T{s + t- £'). 

Considérons le premier type de fonctions ; elles ont des pôles uni- 
quement si s — {bs — l) /2 + \t — 1'\ < et si ce nombre est entier relatif. 
Ce qui se développe en : 

t' + s < {bs - l)/2 + t et -t' + s < -t+ {bs - l)/2. 

Mais le caractère infinitésimal de la représentation Speh((5, bs) est la 
collection de demi-entiers t + [{bs - l)/2, -{bs - l)/2] U -t + [{bs - 
l)/2, — {bs — l)/2]. Par hypothèse le caractère infinitésimal de (5'| |*i x 
Speh((5, bs) est certainement entier et régulier. On a donc soit t' + si > 
t+{bs- l)/2 soit 

t-{bs- l)/2 > t' + Si > -t' + si> -t+ {bs - l)/2. 

Puisque sq > si, on a soit t' + sq > t + {bs — l)/2 soit —t' + sq > 
—t + {bs — l)/2et dans tous les cas, les conditions pour avoir un pôle 
ne sont pas satisfaites. 

Comme le caractère infinitésimal de 6[ [^^ x Speh(77, 6,,) et lui aussi 
entier et régulier, on vérifie encore plus facilement que le deuxième 
type de fonctions n'ont pas de pôle en s = sq. Si ô' est remplacé par 
un caractère, on raisonne de la même façon. 

Ici on a en fait démontrer, au passage, que la fonction L/{py x 
7r^^,s) n'a pas de pôle en s = sq puisque tt^^ a une forme de même 
type que tt^'^ et a le même caractère infinitésimal ; pour les fonctions 
XTTv,s) il faut encore remarquer que par positivité stricte la fonc- 
tion L(p„ x TTtempjS) n'a pas de pôle en s = sq et cela termine la 
démonstration. 

4.3 Opérateurs d'entrelacement aux places circhimé- 
diennes 

On continue avec les hypothèses du paragraphe précédents : v est 
une place archimédienne et ny a de la cohomologie. On suppose qu'il 
existe un nombre réel si > tel que le caractère infinitésimal de l'in- 
duite p„| 1*^ X TTy soit entier et régulier. 

Lemme Pour tout nom,bre réel sq > si l'induite py[ j^^ x TTy a un 
unique quotient irréductible qui est le sous-quotient de Langlands. L'o- 
pérateur d'entrelacement standard qui envoie l'induite py\\^ x ny dans 

Pv\ ^ "^v holom,orphe en s = sq et son image est une représenta- 
tion irréductible isomorphe au sous-quotient de Langlands de l'induite. 

On écrit 7r„ comme quotient de Langlands d'une induite Xjg[i ^jt^ x 
TTiemp, 011 les Tj sout des séries discrètes ou des caractères unitaires tor- 
dus dont les exposants sont positifs strictement et rangés dans l'ordre 
décroissant. On peut aussi supposer que TTy est une série discrète ou 
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un caractère quadratique car en s = si, on a supposé que l'induite 
Py \ X TT^ a un caractère entier. On fixe sq comme dans l'énoncé et 
le point est que si sq est plus petit (au sens large) que l'exposant de 
pour i £ fixé, alors l'induite /o„| Y° XTi d'un groupe linéaire conve- 
nable est irréductible ; cela résulte de la comparaison des paramètres 
de pv \ et de n comme on l'a fait dans le paragraphe précédent. Ainsi 
l'induite p^l j"" xtt^ est un quotient de l'induite py \ x x iTtemp 

qui est elle-même isomorphe à l'induite réordonnée pour que les expo- 
sants soient rangés dans un ordre décroissant. Cela prouve la première 
partie de l'énoncé. 

Il reste à prouver l'holomorphie de l'opérateur d'entrelacement. On 
vérifie aussi que sous ces mêmes hypothèses, l'opérateur d'entrelace- 
ment standard est holomorphe : on le sait si sq est strictement plus 
grand que l'exposant de t^. Si les exposants sont égaux, on sait que 
l'opérateur d'entrelacement normalisé à la Langlands-Shahidi est holo- 
morphe mais comme on a montré que le facteur de normalisation n'a 
ni zéro ni pôle, on obtient l'assertion. 

Remarque Les propriétés de l'opérateur d'entrelacement standard 
du lemme précédent se transfèrent immédiatement à l'opérateur d'en- 
trelacement normalisé, N'^'^{p-u x tt^jS) défini comme en \4-l\ puisque 
le facteur de normalisation n'a ni zéro ni pôle. 

4.4 Remarque sur les places archimédiennes 

On a démontré l'équation fonctionnelles aux places archimédiennes 
sous l'hypothèse que ir^^ est le paramètre d'un paquet d'Adams- John- 
son contenant tt^. 

Remarque La proposition \4. 1\ est aussi vraie à la place archimédienne 
V et même plus précisément ici (i) est vrai pour tout sq G R>o- 

Cette remarque est, en fait, complètement triviale : on décrit les pa- 
ramètres de Langlands de tTu en fonction de tt^^ (au moins partielle- 
ment) comme on la fait en l3.2l D'après la définition des facteurs L qui 
est multiplicative en les paramètres de Langlands, on est directement 
ramené au cas où est tempéré. On suppose d'abord que sq € M>o- 
Par positivité, L^{p^ x tt^, s) n'a pas de pôle en s = sq et n'y est pas 
nul car il ne peut y avoir de 0. On a donc de façon immédiate le (ii) 
de 14.11 sous l'hypothèse que sg > ; grâce à l'équation fonctionnelle, 
on obtient comme dans 14. Il l'assertion (ii) pour tout Sq. Pour montrer 
(i), on calcule avec la description explicite de tt,^'^ : 

L(p„ X s)/L(p„ X s -fl) - [] [] 

{5,bs)ke[(bs-l)/2-{bii-l)/2] 

L{py X (5, S — k)/L{py X (T, s — fc + 1), 
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auquel s'ajoute un produit du même type où S est remplacé par un 
caractère. Mais un tel produit se simplifie pour donner 

Il L{p^ xô,s-{bs- l)/2)/L(p„ xô,s+{bs + l)/2). 

Les dénominateurs sont donc d'ordre en s — sq & K>o et en un tel 
point l'ordre du quotient de fonctions L est donc inférieur ou égal à 
ce qui donne (i). 

4.5 Pôles des fonctions L 

On fixe /? et TT et on reprend les hypothèses des places archimcdicn- 
nes : on suppose qu'il existe un réel positif si tel qu'en toute place 
archimédienne v le caractère infinitésimal de l'induite p^l 1**^ x Wy est 
entier et régulier. 

Théorème (i) Soit sq G K>si • ords=s(,L(p x tt, s)/L(p x tt, s + 1) > 
ords=soL(p X s)/L(p x tt^'^, s + 1). 

et ords=soL(p x 7r,s) > ords=s(,L(p x 7r'^'",s). 

(ii) On suppose ici qu'en toute place archimédienne, réelle, v, n'^^ 
paramétrise un paquet d'Adams- Johnson contenant Wy. Alors L{p x 
TT, s) et L{p X TT*^^, s) vérifient la même équation fonctionnelle et pour 
tout so € C ; 

ords=soL(pX7r,s)/L(pX7r,s+l) > ords=soL(/9X7r^^,s)/L(pX7r^^,s+l). 

ords=soL(p X 7r,s) > ords=soL(p x 7r'^'",s). 

Le (i) de ce théorème est un corollaire des résultats locaux. Ceci est 
aussi vrai pour le (ii), pour l'équation fonctionnelle et pour la com- 
paraison des ordres si l'on suppose que sq € K>i/2 puisque l'on a 
cette limitation pour les places finies. Soit donc sq S R<i/2 ; alors 
1 — so G ]R>i/2 et par l'équation fonctionnelle, en posant s' = 1 — s 

L{p* X n,s)/L{p* xn,s + l) = e{p* x Tr,s)L{p x tt, s')/L{p x tt, 1 -|-s')- 

L'ordre du membre de gauche en s = so est donc égal à celui du membre 
de droite en s' = 1 — sq. On a la même égalité en remplaçant tt par 
TT^'" et cela permet de démontrer (ii) pour tout sq- 

5 Applications aux séries d'Eisenstein 

Le but de cette section est de démontrer que l'existence d'un pôle 
en s = so G ^>i/2 pour la fonction L{p x tt, s)/ L{p x tt, s + 1) entraîne 
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l'existence d'un pôle pour les séries d'Eisenstein E{p x tt, s) en s = 
Sq. On donne même une condition nécessaire et suffisante. Le cas oii 
s = 1/2 et un peu différent, on sait par avance que les pôles des séries 
d'Eisenstein en s = 1/2 dépendent non pas de la fonction précédente 
(dont on vérifiera qu'elle est holomorphe) mais d'une fonction L liée 
à la représentation p elle-même, la fonction L{p,rG,s) où rc est la 
représentation naturelle du groupe dual de G dans GL(m^,C). Et en 
Sq = 1/2 ce sont les pôles de la fonction L{p,rG, s)L{p x tt,s)/L{p x 
TT, s + 1) qui vont intervenir. 

Malheureusement il nous faut des hypothèses aux places archimé- 
diennes : on suppose qu'il existe un réel si strictement positif tel qu'en 
toute place archimédienne v, l'induite Pv \ l**^ x tt^, a un caractère infi- 
nitésimal entier et régulier. 

5.1 Pôles des quotients de fonctions L et résidus de 
séries d'Eisenstein 

On reprend la définiton du sous-quotient de Langlands des induites 
locales Pi, I \''"xn„. déjà utilisé en l4.11 que l'on note ici Lang{pv\ |''°X7r^). 



Théorème On fixe un nombre réel sq G '^>si ■ Et on suppose que tt 
est une représentation cuspidale. 

(i) On suppose ici que sq > 1/2 ; alors le pôle de la fonction L{p x 
TT, s)/L(p X TT, s-|-l) est au plus simple en s — sp- Et on a l'équivalence : 
L{p X Tr,s)/L{p x TT, s -|- 1) a un pôle en s = sq si et seulement si la 
série d'Eisenstein E{p x tt, s) a un pôle en s ~ sq et son résidu est une 
représentation nécessairement irréductible isomorphe en toute place v 
à Lang{py\ x 7r„). 

(ii) On suppose ici que sç, = 1/2 ; alors la fonction L{pXT:, s)/L(p x 
TT, s -t- 1) est holomorphe en s = sq et l'on a l'équivalence 

L{p,rG,2s)L{p X Tr,s)/L{p x Tr,s + 1) a un pôle en s = sq si et 
seulement si 

((s - sq)E{p x 7r,s))^^^^^ ~ ®'^Lang{pi, \ j"" x 7r„). 

(i) et (ii) se démontrent simultanément. Puisque l'on a supposé que 
TT est cuspidale, les séries d'Eisenstein considérées n'ont qu'un terme 
constant non nul qui vaut, pour une section de l'induite pW^ x tt, 
fs + M{s)fs, où M {s) est l'opérateur d'entrelacement standard. On 
remplace M (s) par 

L{p,rG,2s) L{pXTT^^,s) ^^^^ ^ ^ 
L(/9,rG,2s + l)L(pX7rGL,s + l) ' 

où N'^^{s) est le produit sur toutes les places v de l'opérateur local 
^v^iPv X t^vts) déjà utilisé en 14.11 a un facteur près qui vient des 
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facteurs locaux de L{p,rc,'2s)/ L{p,rG,2s + 1). Ces facteurs locaux 
n'ont ni zéro ni pôle en s — sq > 1/2. On a donc ords=soM(s) = 
ords=soL(/3, rc, 2s)/L(/9, rc, 2s + 1) 

+ ords=soL(p X TT^L, s)/L{p X TT^L, s + 1) 
+ ^ords=soN^^(pv X 7rv,s), 

V 

la somme sur v étant nécessairement finie. Et ceci vaut encore, avec les 
notations de 14.11 

ords=soL(/3, rc, 2s)/L(/9, rc, 2s + 1) +ordrCs=soL(/0 x vr, s)/L{p x tt, s + 1) 
+ ords^sQ (/'(pv , TTy , s) ~ ^ +ordres=soN^'"(Pv x 7rv,s). 

V 

Dans la somme sur les places u, on est en droit de se limiter aux places 
finies d'après 14.21 Le lemme 14.11 montre que chaque terme de cette 
somme est inférieur ou égal à 0. Et on a donc 

ords=soM(s) < ords=soL(/0, rc, 2s)/L(p, rc, 2s + 1) 

+ords=soL(p x 7r,s)/L(p x 7r,s + 1). 

On rappelle que Langlands a démontré que ces séries d'Eisenstein ont 
des pôles au plus simple [S] et que les pôles de M (s) sont exactement les 
pôles de ces séries d'Eisenstein. Donc on retrouve déjà que le produit 

{Lip, ra, 2s)/L{p, ra, 2s + 1)) x tt^^, s)/L{p x tt^^, s + 1)) 

a au plus des pôles simples. 

De plus, puisque sq > 1/2 les pôles de L{p, rc, 2s)/L{p, rc, 2s + 1) 
sont parmi ceux de L{pxp, 2s) ; il y en a donc au plus un, nécessairement 
simple, en sq = 1/2 et L(p, r^, 2s)/L(p, rc, 2s+l) n'a certainement pas 
de pour sq > 1/2 puisque cela fournirait un hors de la bande critique 
(ouverte) à L{p x p, 2s). De plus, puisque les pôles de L{p x tt, s)/L{p x 
TT, s + 1) fournissent des pôles à L{p x tt*^^, s)/L{p x tt'^^, s + 1) et qu'il 
n'y en a donc pas en s = 1/2. Cela montre les propriétés d'holomophie 
ou d'ordre des pôles annoncées dans l'énoncé concernant cette fonction. 

On en vient au cœur de la démonstration : on a une équivalence 
entre le fait que 

{L[p, rc, 2s)/L{p, rc, 2s + 1)) {L{p x tt^^, s)/L{p x tt^^, s + 1)) 

ait un pôle en s = sq et le fait que d'une part les séries d'Eisenstein 
E(p X TT, s) aient un pôle en s = sq et d'autre part que pour toute place 
V : 

ords=so0(Pv, TTv, s) = ordres=soN^^(pv x tTv, s) (1) 
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Avec les hypothèses que l'on a mises, si v est une place archimédienne, 
on sait que (1) est vrai et que l'image de N'^^{py x TTy,so) est le 
sous-quotient de Langlands. Aux places finies, on remplace (1) par la 
propriété équivalente, d'après 14.11 que le sous-quotient de Langlands 
de l'induite pv\ \''° x tt^ est exactement l'image de N^^{py x 7r^,so)- 
Cela donne exactement les équivalences en (i) et (ii) de l'énoncé du 
théorème. 

5.2 Images par séries thêta 

Dans cette sous-section, on suppose que G est un groupe spécial 
orthogonal, SO{m) et on fixe r un entier satisfaisant 2r < m. On 
note H le groupe Sp{2r) si m est pair et Mp(2r) si m est impair. On 
dit que tt est dans l'image cuspidale des séries thêta à partir de H s'il 
existe une représentation cuspidale r de iî et un caractère quadratique 
automorphe r] telle que tt (E> r] soit inclus dans la restriction à SO{m) 
de l'image de t par série thetas. Comme il y a plusieurs façons de 
normaliser l'image par séries thêta, puisque l'on peut toujours tordre 
par un caractère automorphe de SO{m), la définition que l'on a prise 
évite de devoir préciser. Comme cela, on a aussi une indépendance en 
fonction du caractère additif fixé pour définir les séries thêta. 

On suppose que pour toute place archimédienne w, tt^ a de la coho- 
mologie et qu'il existe un caractère quadratique automorphe r] tel que 
l'induite Ty^l ['"Z^-'' x tt^ est entier régulier. Cette dernière propriété est 
indépendante du caractère quadratique. 

Théorème On suppose que la fonction Hj] x 'ïï,s)/L{rj x tt, s -|- 1) 
a un pôle en s — m/i ^ r pour un choix de caractère quadratique rj ; 
alors TT est dans l'image cuspidale des séries thêta à partir de H . 
D'après le théorème de lS.ll dont les hypothèses sont satisfaites, on a en 
fait nécessairement m/2 — r > 1 et les séries d'Eisenstein E{ri x tt, s) 
ont un pôle en s = m/2 — r. Il résulte de [T3| thm p203 et [6^ 5.1 qu'il 
existe un entier r' < r tel que tt soit dans l'image cuspidale des séries 
thêta de H' où H' est l'analogue de H en remplaçant r par r'. On 
note r' une représentation cuspidale et 77' un caractère quadratique tel 
que Tï ®r]' soit dans l'image du relèvement thêta de t'. En regardans 
la correspondance thêta non ramifié, on voit qu'il existe un caractère 
T]" quadratique (qui dépend des choix) tel que ir'^^ soit une induite de 
module de Speh l'un d'entre eux étant nécessairement Speh(77", m — 1 — 
2r') et, uniquement si m est pair, un facteur Speh(77"', 1) où rj'" est un 
caractère quadratique convenable. Puisque L{rj x tt, s)/ L{rj x tt, s -|- 1) 
a un pôle en s = m/2 — r il en est de même de L{rj x tt*^'", s)/ L{ri x 
TT^^, s-\-l) d'après H31 Cela force ■n'^^ écrit comme induite de module 
de Speh d'avoir aussi un facteur Speh(77,m — 1 — 2r). Si r ^ r' la 
régularité du caractère infinitésimal de tt aux places archimédiennes 
n'est sûrement pas satisfaite. Ainsi r' = r et le théorème est démontré. 
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A l'instar de 15.11 on pourrait donner un énoncé où l'on a une 
équivalence et non seulement une condition suffisante. 

5.3 Exemple 

On propose ici un exemple d'un triplet (p, tt, sq) oià les séries d'Ei- 
sensteine E{p x tt, s) ont un pôle en s = sq alors que la fonction 
L{p X Tr,s)/L{p X TT, s + 1) est holomorphe en s = sq. Dans tout ce 
qui suit tr-f signifie la représentation triviale du groupe en indice. 

On fixe p' une représentation cuspidale autoduale de GL(6) ; on 
suppose qu'il existe deux places finies, notée Vi, pour i = 1, 2 telles que 
Py. est l'induite du caractère trivial et de St{ri^ 5), la représentation de 
Steinberg de GL(5, ky.) tordue par le caractère quadratique non ramifié 
non trivial. Il n'y a aucune raison pour qu'une telle représentation 
n'existe pas mais je n'ai pas non plus l'assurance qu'elle existe car les 
conditions locales donnent des représentations tempérées et non des 
séries discrètes. On suppose en plus qu'à l'infini la représentation a de 
la cohomologie et là on a du choix. 

On considère les données globales, (trGL(i), 1), (p', 5) où trGL(i) est 
la représentation trivial de GL(I). Ceci fournit un paquet d'Arthur de 
représentation de carré intégrables pour S'p(30, fc), le groupe symplec- 
tique de rang 15. 

Le caractère d'Arthur est trivial ; il n'y a que des représentations 
de type orthogonale. 

Pour i = 1,2, il existe une (en fait deux) représentation tt^ dans le 
paquet local d'Arthur qui véfie une inclusion 

T^i ^ Il ^ X TTi^cuspj (1) 

011 TTi^cusp est une représentation cuspidale de 5^(28,^1,;) : en effet, 
localament, le paramètre d'Arthur est la somme de 3 représentation 
irréductibles de Wk,^ x SL{2,C) x SL{2,C) : 

^"^Wk^^ xSL(2,C)xSL(2,C) © ^"^Wk^^ xSL(2,C) ® Sp5 © IJw^^^ (g) Sp5 (g) Sp5, 

OÙ sp5 est la représentation irréductible de dimension 5 de S'L(2,C). 
On a donné en |12j une description complète des représentations dans 
ce paquet (cf. la version simplifiée [16] 2.3). 

Remarque Soit vr une représentation dans le paquet d'Arthur global 
défini par les paramètres précédent. On suppose que 7r„j ~ tti . Alors n 
est cuspidale. 

En effet si tt n'est pas cuspidale, elle vérifie [15j 1.3 et en toute place 
V, TTy est un quotient de |^ x n'iv], où 7r(, est une représentation 
convenable. Mais ceci n'est pas vrai en les places Vi (pour i = 1,2) à 
cause de (1), puisque p' n'est pas un caractère. 



22 



Lemme Soit n une représentation dans le paquet d'Arthur global 
défini précédemment ; on suppose que ir^^ ~ tti . ie facteur Ly^ (iï'GL(i) ^ 
TT, s)/-f'ui(i?'GL(i) X TT, s + 1) a un zéro en s = 1. Pour i = 1,2 les fac- 
teurs Ly.{trQi^(^i^ X TT^'", s)/Lî;i(frGL(i) + ^ont holomorphes 
non nuls en s = 1. 

La première assertion vient de (1) qui donne la paramétrisation de 
Langlands de tti. Elle est évidemment aussi vraie pour i = 2. Montrons 
la deuxième ; 

-^t;,ftrGL(l) X 7T^^,S) ^ Ly.{s) (p^ . , 5 - 2) 

Lvi{trGL{i) X7rGL,s + i) Ly,{s + 1) Ly,{p'^.,s + 3y 

La non nullité est claire puisque les dénominateurs sont calculés en 

des réels strictement positifs. On doit donc montrer que pour i ~ 1,2, 
Ly.{s)Ly.{p'^.,s — 2) n'a pas de pôle en s = 1. Ceci est clair pour le 
premier facteur, le deuxième facteur est encore un produit, Ly^{s — 
2)Ly. {St{r], 5), s — 2). Comme ï] est non trivial, aucun des facteurs n'a 

de pôle en s = 1. 

Remarque II existe une représentation cuspidale dans le paquet d'Ar- 
thur assoicée aux données précédentes, telle que ~ tti et pour toute 
place V ^ vi,V2, tTv soit dans le paquet de Langlands associée a,u pa- 
quet d Arthur. Pour une telle représentation tt, les séries d'Eisenstein 
E{ti~Gh{i) X TT, s) ont un pôle en s = 1 et le quotient de fonction L, 
L{trGh{i) X TT, s)/L(frGL(i) x tt, s + 1) est holomorphe en s = 1. 

Ce qui se produit est que des facteurs locaux pour le quotient de fonc- 
tion L ont des zéros alors qu'il n'y en a pas pour l'analogue avec GL en 
exposant mais l'opérateur d'entrelacement local n'est pas holomorphe 
quand il est normalisé à la Langlands alors qu'il l'est quand il est nor- 
malisé avec les facteurs venant du groupe général linéaire. 

L'existence de tt vient de la formule de multiplicité d'Arthur et on 
a garde une liberté en la place V2 pour assurer tout problème. 

On a alors : 

L{trGL{i) X TT, s) _ LjtrGLji) X 7r^^,s) 

i(irGL(i) X TT, s + 1) - ^"^^"^ i(irGL(i) X ttGL, s + iy 

où pour i = 1, 2, 

_ Ly, {trGL(i) X TT^,,. , s) L,,^ (trGL(i) x tt^^^, s + 1) 
^'"^ Ly, (trGL(i) X 7r„, , .s + 1) Ly, itrGL(i) x Tr^^,s) 

Ces facteurs n'ont pas de pôles pour s G R>o par l'argument donné 
ci-dessus. Pour z = 1,2, en s = 1, 7^, a un zéro d'après les résultats 

précédents. On sait que L{trG-L{i) x n'^^ , s) / L{trG-L(i) x tt'^'^,s + 1) a 
un pôle d'ordre exactement 1 en s = 1 à cause du premier facteur. 
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Ainsi ce qui précède montre que i(ÉrGL(i) x ""i •s)/L(trQL(i) x tt, s + 1) 
est holomorphe en s = 1. 

Il reste à montrer que les séries d'Eisenstein ont des résidus non nul 
en s = 1. Avec [TB], il faut encore vérifier que les opérateurs d'entrela- 
cements locaux normalisés comme en loc.cite sont non nuls. Mais cela 
résulte des choix : aux places Vi, pour i = 1,2, la non nullité résulte de 
ce que l'opérateur d'entrelacement standard : 

I I X I I X TTy^^cusp ^11 X I I X TTy^^cuspj 

est holomorphe et donc nécessairement non nul ; la normalisation avec 
les fonctions L attachées à tt^^, n'introduit ni pôle ni zéro à cette 
place comme on l'a vu ci-dessus. D'oii la non nullité de l'opérateur 
d'entrelacement normalisé comme en [15]. Pour les autres places, la 
non nullité vient de [15] 3.5. 

6 Nombre de pôles 

Dans cette section on suppose qu'en toute place archimédienne le 
groupe est quasi déployé. On fixe une représentation cuspidale tt et 
on suppose qu'en toute place archimédienne la composante locale ity 
est dans le paquet de Langlands à l'intérieur du paquet d'Arthur ; ce 
qui importe pour nous est qu'alors, par définition, L{py x iTy^s) = 
L{py X TT^^js). Sous cette hypothèse, la proposition de 15.11 est vraie : 
l'holomorphie et la non nullité des opérateurs d'entrelacement aux 
places archimédiennes résulte de [15] 3.5. 

On écrit tt'^^ ~ x (p, f,/)g5Speh(p', 6'), ce qui définit S. On note Sp 
l'ensemble des entiers b tel que (p, b) G S. 

Corollaire Le nombre de pôles réels positifs de la fonctions L{p x 
TT, s)/L{p X vr, s + 1) est inférieur ou égal au cardinal du sous-ensemble 
de Sp formé des entiers b tel que 5 + 2 Sp. 

Soit so G lR>o un pôle de la fonciton L{p x tt, s)/L(p x tt, s -|- 1). 
D'après 15.11 et ce qui précède l'énoncé, on sait que la série d'Eisen- 
stein E{p X TT, s) a aussi un pôle en s = so et son résidu est de carré 
intégrable. Notons tt^ ce résidu ; on sait que c'est une représentation 
irréductible (cf. [17\ ) mais pour ce que l'on fait ici, il suffit d'en prendre 
une composante irréductible. On écrit le transfert tordu, de 7r+ au 
bon groupe linéaire : nécessairement, (p, 2so — 1) G 5 et 

TT^^ ~ Speh(p,2so + 1) X{p'M')eSi(p',b')^ip,2so-i) Speh(p',6')- 

Donc en particulier (p, 2sq + 1) ^ S. Cela prouve le corollaire. 
Remarque Si on ne suppose pas que tt est cuspidal, alors le nombre 
de pôles réels positifs de la fonction L{p x Tr,s)/L{p x tt, s + 1) est 
inférieur ou égal à 2\Sp\ cette borne pouvant très certainement être 
atteinte. 
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En effet, il se peut tout à fait qu'en toute place v, le groupe soit quasi- 

déployc et la composante locale de tt soit dans le paquet de; Langlands 
à l'intérieur du paquet d'Arthur. Si cette propriété est vérifiée, alors 

L{p X TT, s) = L{p X TT*^^, s) et 

Lipxn^^,s) yr L{px{p'r,s-ib'-l)/2) 

L{p X ttGl, s + 1) L{p X {p'Y, s + {V + l)/2) " 

On sait calculer les pôles de chaque membre du terme de droite; 
évidemment, ces pôles arrivent en des points demi-entiers et on ne 
peut exclure l'existence de 0. On s'attend quand même qu'il existe une 
données S tel que pour {p' ,h'),{p" ,b") € S, L{p' x (p")*,l/2) ^ 0. 
Dans ce cas, la borne est de l'énoncé est bien atteinte. 
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